UNIFESP o _ .
T f—‘ Principios em Planejamento e Analise de Dados

SEEILLLIEEE Ecoldgicos

UNIVERSIDADE FEDERAL DE SAO PAULO

1933

Regressao linear

e "
26 10 10 20 30 40 50 60

Camila de Toledo Castanho

2025



Conteudo da aula

Regressao linear simples: quando usar

N o bk~ w Dhoe

A reta de regressao linear

Teste de significancia da regressao
Coeficiente de determinacao (r?)
Pressupostos do teste
Procedimentos diagnosticos

Roteiro



1. Quando usar?

e Suposicao de relacao de causa-efeito entre duas variaveis continuas

Eixo X= variavel preditora; explicativa ou independente

Eixo Y= variavel resposta ou dependente

v’ Para cada valor de x observa-se o valor correspondente de y

v Os valores de x s3o0 em geral selecionados no sentido de obter ampla variacdo
desta variavel

Objetivos: avaliar possivel dependéncia de y em relacdao a x e expressar
matematicamente essa relagao
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2. A reta de regressao linear

* Primeiro passo: visualizacdo dos dados =» grafico de dispersdo dos pontos

E} Fornece uma boa idéia da existéncia de dependéncia

EXEMPLO ]
12 L 4
~ § 10
Relacao entre certo poluente g ¢ o
. V4 . 8 8 -
despejado por uma fabrica em 2 . .
. . S
um riacho e o dano ecologico S .
na agua, medido por um indice. 8 . .
0 T T T T T T 1
0 1 2 3 4 5 6 7

Aparentemente ha uma
dependéncia positiva de y em
relacao a x

Quantidade de poluente (g/L)



2. A reta de regressao linear
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2. A reta de regressao linear

EXEMPLO

Relacao entre certo poluente
despejado por uma fabrica em
um riacho e o dano ecoldgico
na agua, medido por um indice.

Dano ecolégico (indice)

0 1 2 3 4 5 6 7
Quantidade de poluente (g/L)

Tal dependéncia poderia ser genericamente representada por uma

Analise de
regressao linear
simples

linha reta

—

» procedimento que fornece equacdo de linha reta =¥ linear

* uma variavel preditora =» simples

==



2. A reta de regressao linear

EQUACAO DA RETA

v = A+ Bx

12 -

10

y= variavel dependente

A= intercepto (valor de y qdo x=0)

B= coeficiente angular (inclinacao da reta: acréscimo ou
decréscimo em y para cada acréscimo de unidade em x)

x= variavel independente

v=10 - 2x




2. A reta de regressao linear

EQUACAO DA RETA y € um valor que depende de x, mas
uma vez que X assume um valor y é fixo

= A + BXx
Y Dados ﬁ Variagdo
biologicos
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0 0 .
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X X
Desalinhamentos=> interpretados como — A + BX + €
desvios, ao acaso, do comportamento geral y




2. A reta de regressao linear

12 -
10 @ y — A + BX + &€
8 _
> 67 o Desalinhamentos=>
4 - . .
° interpretados como desvios, ao
2 . acaso, do comportamento geral
0 . . .
0 2 4 6 € = erro ou residuo

* A linha reta representa o comportamento de valores de y médios esperados
para distintos valores de x

* Exemplo: para x=2 existe um conjunto
de valores de y possiveis, sendo que a
média destes valores esta sobre a reta
N(Buas + o.0%) de regressao

Y
E(Y) = piz+ bo

N

* Pressuposto: a variacao é sempre a
mesma

N(Brz1 + Bo,0?)

0 T T2 T3 T



2. A reta de regressao linear

12
10

OBTENCAO DA RETA DE REGRESSAO

8 -

6 - * A reta de regressao verdadeira seria

4 - : .

, obtida se fossem conhecidos os valores de
0 X e y para todos os individuos da

0 2 4 6 populacao
* No entanto, em geral temos apenas uma amostra da populacao

g Estimativa dos parametrosAeB=> aeb



y =12 + 2.5x + N(0, 5)
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Amostra ;=10
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Amostra,

y= 1148 + 2.05x
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1000 simula¢gdes com amostras de tamanho 10
Registro do valor da inclinacao amostral (b)

150 4
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2. A reta de regressao linear

12
10

OBTENCAO DA RETA DE REGRESSAO

8 -

6 - * A reta de regressao verdadeira seria

4 - : .

, obtida se fossem conhecidos os valores de
0 X e y para todos os individuos da

0 2 4 6 populacao
* No entanto, em geral temos apenas uma amostra da populacao

g Estimativa dos parametrosAeB=> aeb

* Método dos minimos quadrados: método usado para definir a
reta e obteraeb



2. A reta de regressao linear

- Método dos minimos quadrados: método usado para definir a reta e obteraeb

Garante que a reta obtida é aquela na qual se tem as menores distancias (ao

guadrado) entre os valores observados (y) e a propria reta (soma dos quadrados dos
residuos — SQR)

¥ = valor esperado de y
para cada valor de x

Linear regression \/ =
400 I regressi y =a+ bx

350 +
300 +
250 | Sy-b>dx
200 +
150 +

100 | Y () - (2 x)(2y)

50 4 b=

0 : : : ”sz'(zx)z

0 100 200 300 400




3. Teste de significancia da regressao

Coeficiente

=> Representa a dependéncia de y em relacao a x
angular (b)

No entanto, trata-se de uma estimativa do B verdadeiro ja que baseia-se
em uma amostra



3. Teste de significancia da regressao

Coeficiente a . -
:> Representa a dependéncia de v em relacao a x
angular (b) P P Y :

No entanto, trata-se de uma estimativa do B verdadeiro ja que baseia-se
em uma amostra

14 -

y=2,02+1,71x b= 1,71 representa

uma dependéncia real

12 4

10 -

£° de y em relacdo a x?
©° 6 -
é 4 - e e = 1
=, ® | TESTE DE HIPOTESE sobrea |
0 . . . . . . . | existéncia de dependénciana |
0 1 2 3 4 5 6 7 | '

populacao

Quantidade de poluente (g/L)



3. Teste de significancia da regressao

RACIOCINIO DO TESTE

 Testar a hipotese de que B é diferente de O B=0 =» y ndo depende de x

ERRO PADRAO,

0 b

 Para testar a hipdtese de que B n3o é zero, determina-se o numero critico de
erros padrao permitido para um afastamento nao-significativo entre b e B, em
unidades de erro padrao (t.,)-

» Se o valor calculado exceder o valor critico, rejeita-se a hipdtese de que b
representa um desvio ao acaso de B=0 = y depende de x



3. Teste de significancia da regressao

ETAPAS DO TESTE

1) Hipoteses estatisticas

Ho: B=0 Hi: B0

2) Nivel de significancia

a= 0,05

3) Determinacgao do valor critico do teste

gl=n-2 gl=6-2=4

toe= to,05,4= 2,77

Exemplo: poluente no riacho e
dano ecoldgico

n= numero de pontos

Atencao: bicaudal



3. Teste de significancia da regressao

4) Determinacgao do valor calculado do teste

. _b—B b EP, = Zyz_azy—bzxy
EP, EP, \(n—Z)[sz—(zx)-J
14!

B= 0 pois suponhe-se
que H, é verdadeira

t..=1,71/0,187= 9,144

5) Decisao
P<=0,0001

COMO |tec|= 9,144 > tg 1.4 2,77 :> REJEITA-SE H,



3. Teste de significancia da regressao

6) Conclusao

Dado que o coeficiente angular populacional (B) ndo deve ser zero; logo
admitimos que existe regressao de y sobre x (a=0,05)

O dano ecoldgico depende da concentracao do poluente, de forma que para
cada acréscimo de um g/L de poluente na agua, espera-se que o indice de
dano ecolégico aumente 1,71 unidades.

\ Tamanho de efeito

1 - P<=0,0001 (relevancia bioldgica)

L ¥=2,02+1,71x

glo .

%: 6 - Significancia

;3: 4 1 K * incompatibilidade dos
2 - dados com HO
0 | | ' ' ' | | e clareza quanto ao

0 1 2 3 4 5 6 7 ]
Quantidade de poluente (g/L) Efe ito do pOI uente



4. Coeficiente de determinacao — r?

Componentes da variagao

SQy= SQ,, + SQR

SQy= soma dos quadrados da variavel Y (variagao total)

SQR= soma dos quadrados dos residuos (erro aleatdrio)

SQ,,= componente da variacdo atribuido ao modelo de regressdo (sistematica)

N | 'Y
SQY SQR

X { X

> >

*https://en.wikipedia.org/wiki/Coefficient_of determination



4. Coeficiente de determinacao — r?

Dano ecoldgico (indice)
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SQy= SQ,, + ha,g‘ SQy= 5}1@ + SQR
0

_ 0
SQY_ SQreg SQY= SQR

Entre estes dois extremos estao a maior parte dos dados ecolégicos

(variacao aleatdria + variacao sistematica)



4. Coeficiente de determinacao — r?

.« . S Descreve a proporcao da variacao
Coeficiente de O‘reg 3 PTOPOIL r1a
] N — em Y explicada pela regressao com X
determinacao (r?)
SQY Importancia relativa da variacao

sistematica versus a aleatodria
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5. Pressupostos do teste

1. Pontos no grafico devem apresentar tendéncia linear, caso contrario, a equacao

gue melhor descrevera o fendbmeno ndo sera uma reta
PRESSUPOSTO

2. A varidvel X é medida sem erros (alternativa: Regressao Modelo II) FREQUENTEMENTE IGNORADO
Risco: subestimar o B

3. Para cada valor de X, os valores de Y sao independentes e com erros com
distribuicao normal -> residuos

4. A variacao é constante ao longo da linha de regressao (homogeneidade das
variancias)

E(Y) = piz+ fo

N(Bizs + fo,0?)

N(Biz2 + fo,0?)

N(Biz1 + Bo,0?)




6. Procedimentos diagnosticos

Quarteto de Anscombe y= 3,00 + 0,500x
R?=0,67

4 6 8 10 12 14 16 18 4 6 8 10 12 14 16 18
X1 X2
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........
4 6 8 10 12 14 16 18 4 6 8 10 12 14 16 18

X3 Xg



6. Analise dos residuos

Grafico diagndstico Residuos no eixo
para checar os vertical e os
pressupostos da valores esperado

regressao de y (¥) no eixo
horizontal
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\ POSSIVEL SOLUCAO: /

transformacao de dados



6. Outros diagnosticos

* sensibilidade ou fungao de influéncia E—

Quarteto de Anscombe

4 6 8 10 12 14 16 18
X4

4 6 8 10 12 14 16 18
X3

4 6 8 10 12 14 16 18
X2

4 6 8 10 12 14 16 18
X4

Forma de avaliar a

estabilidade e validade geral
das conclusoes

Distancia de Cook

Mede a influéncia de
cada dado considerando
seu residuo e sua
“alavancagem”

Alta alavancagem= valor
extremo de X




6. Outros diagnosticos

Scatterplot of y vs x
%0 a
. ee
o v" Sem outliers
- . ¢
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® ~
0 . v" Sem observac¢des com alta
N * . alavancagem
o ®

0- a

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

*Fonte: https://onlinecourses.science.psu.edu/stat501/node/337



6. Outros diagnosticos

Scatterplot of y vs x
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Resultados com pouca alteracao
nos coeficientes e r?

Valor de P para Hy: B=0 € <0,001
no dois casos

Nao hd dados influentes!

*Fonte: https://onlinecourses.science.psu.edu/stat501/node/337
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v" Um outlier

v' Sem observacdes com alta
alavancagem

Scatterplot of y vs x




6. Outros diagnosticos

Scatterplot of y vs x

- . v" N3o ha outliers
60|
50 N
. .. v" Um dado com alta alavancagem
30 . .
20 o. ..
N o * . Scatterplot of y vs x
01 e
: 80
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x 70 ,4" a
y=173+512x
60-

Resultados com pouca alteracao L 40

Nao hd dados influentes! 10-

*Fonte: https://onlinecourses.science.psu.edu/stat501/node/337



6. Outros diagnosticos

Scatterplot of y vs x

50 ]
Wt v" Ponto vermelho é um outlier e
40-
. apresenta alta alvancagem

30 e o

20 0. *

10- T

0 o.

0 2 4 3 g 10 12 14
Scatterplot of y vs x
Alteragdo substancial das = y=173+51 Al
. . . 0 * , ¢
estimatimas dos coeficientes do - "
modelo (a e b) e r2(97% -> 55%) N
, =851+33%
Valor de P para H,: B=0 é <0,001 2 ’
no dois casos 10 -
A
0 L]
Dado influente! 0 2 : 6 s 10 2 14

*Fonte: https://onlinecourses.science.psu.edu/stat501/node/337



